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Pré-requisitos
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Calculo diferencial e integral

v

Algebra linear

v

Programacéo
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Nocdes de equacdes diferenciais

Nivel de graduacio!
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‘—Interpolacdo unidimensional

Espaco vetorial Py(a, b)

Sejam I = [a,b] C R, a < b, e Py(I) o espago vetorial das fungdes (polinomiais) lineares
em I, definido por

Pi(I) ={v] v(x)=co+cz, xz€l, cpc €R}, (1)

que é o conjunto de todas fungdes da forma v(z) = ¢y + c12 definidas em 1.

» Py (I) é um espaco vetorial de dimens3o 2;
» base canénica de Py (I): {1,z};
» Qualquer fungdo v € P;(I) tem dois graus de liberdade.
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‘—Interpolacdo unidimensional

A funcdo v pode ser determinada de forma anica através de seus valores
vg=v(a) e v, =uv(b),
nos pontos a e b, extremos do intervalo I = [a, b].

Suponha que os valores v, = v(a) e v, = v(b) sdo dados. Entdo, calculando v(z) =
co+cix em z =a e x = b obtém-se o sistema linear

vg =v(a) = c¢p+ca;

Vp = U(b) = (O + Clb,

1 a c1 | | va (2)
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Interpolacdo unidimensional

Determinar a fungdo v(z) = co+ci1 que passa pelos pontos (a,v(a)) e (b, v(b)) equivale
a obter a solugdo {cp,c1} do sistema linear (2). Esse sistema linear tem solugdo? Note
que

1 a

det{1 b

]:b—a>0,

pois b —a = |I| &€ o comprimento do intervalo I, um valor positivo.

» Portanto o sistema tem solucdo Gnica, para qualquer vetor dos termos independentes
dado. Consequentemente, existe uma Gnica fungdo v € Py(I) que toma valores v,
e v, em a e b, respectivamente.

Os pontos a e b, extremos do intervalo I = [a,b] sdo chamados de pontos nodais, ou
simplemente, nés. A matriz dos coeficientes do sistema linear (2) é chamada de matriz
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‘—Interpolacdo unidimensional

Sabendo que pode-se determinar qualquer fungdo v € Py([) através de seus valores
nodais v, e vy, sera introduzida uma nova base {A\,(x), \y(z)} para o espago vetorial
Py (I). Essa base é chamada de base nodal, e é definida fazendo

Se a = xg e b = x1 entdo

1, sei= .
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Cada fungdo \;, i = 0,1, é uma fungdo linear que toma o valor 1 no n6 z; e 0 r@utg@mmrio
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‘—Interpolacdo unidimensional

A razdo para o uso da base nodal é que ela nos permite expressar qualquer funcdo
v € P1(I) como uma combinag&o linear de A\, e Ay, com coeficientes dessa combinagdo
linear, os valores v, = v(a) e vy, = v(b), isto &,

v(x) = v Aa(T) + VpAp (). (4)
De fato, se v(x) = BaAa(x) + BpAp(x), entdo,
U(a) = Ba )\a(a) +5 Ab(a) = Ba,
=1 =0

isto é, B, = v(a) = v,. Analogamente, calculando v(b), obtém-se 5, = v(b) = vp.

Observe que para escrever essa mesma fun¢do em relagdo a base candnica {1, z} deve-se
resolver o sistema (2) para a obtengdo dos coeficientes ¢ e ¢;. @ Laboratério

Nacional de
Computagdo
Cientifica



‘—Interpolacdo unidimensional

Como A, € Pi(I) entdo Ny (z) = ¢o + c1z. Calculando A\, (z) em z = aex =b
obtem-se o sistema linear (2) com lado direito [\,(a), Aa(b)]T = [1,0]7. Resolvendo o
sistema linear resultante, obtém-se

b—x
Ao(z) = .
(@) =3— (5)
Analogamente, calculando Ay(x) em z = a e z = b obtem-se (2) com lado direito
[Ao(a), \p(b)]T = [0,1]7. Resolvendo o sistema linear resultante, obtém-se

T —a
)\b xTr) = . 6
()= 2 ©
Se a = xg e b = x1 entdo
ro — & Tr — X
M) = 07T A ()= LT
1 — Xo x1 — T
z . Lan ~ Lab tori
» A base nodal & mais "pratica" do que a base canénica. @ Nacional de
Computagdo
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» A base nodal é conhecida como base lagrangeana.



‘—Interpolacdo unidimensional

Espaco de Funcdes Continuas e Lineares Por Partes

Funcdes lineares por partes sdo uma extens3do natural de funcdes lineares.
Considere uma partigdo do dominio I = [0, L],
PO<zy<zri<z<- - <xp_1<zpp =1L,

formada por
» n+ 1 pontos (chamados pontos nodais) {z;}}'_ e

» n subintervalos I; = [x;—1,x;], i =0,1,2,--- ,n, de comprimentos h; = z; — x;_1
(elementos).
A particdo P é chamada de malha. kaboratdrio
Computagdo
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‘—Interpolacdo unidimensional

Espaco de Funcdes Continuas e Lineares Por Partes

Uma fungdo v construida sobre a malha P é linear por partes se for linear em cada
subintervalo [x;_1, z;];

Uma funcdo v construida sobre a malha P & continua e linear por partes se for linear por
partes e continua em seu dominio.

Sobre o intervalo I = [a,b] foi definido o espago vetorial P1(I) das fungdes lineares
definidas em 1.

Agora deseja-se definir um espaco vetorial formado por fun¢des continuas e lineares por

partes associadas a malha P.
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‘—Interpolacdo unidimensional

Associado a malha P, define-se o espaco V}, das fungdes continuas e lineares por partes
por

Vh:{v| v e CUI); U\IiEIP’l(Ii),i:L...?n}’

onde C°(I) é o espago das fungdes continuas definidas em I e P(I;) é o espago das
fun¢des lineares definidas em I; = [x;_1, z;].

Portanto, as fung¢Bes pertencentes ao conjunto V}, sdo lineares em cada subintervalo
I; = [zi_1,x;] e continuas no dominio todo I = [0, L].

Nossa missdo agora é descrever uma base nodal para o espaco V,.
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‘—Interpolacdo unidimensional

v(x)

Xp X X3 X3 Xy X5

Figure: A funcdo continua e linear por partes
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‘—Interpolacdo unidimensional

Qualquer funcdo v € V}, é determinada de forma Gnica por seus valores nodais

v($0)7 U(:Bl)a e ?v($n)

e reciprocamente, para qualquer valores nodais aq, a1, - - - , o, existe uma funcdo v € Vj,
tal que v(z;) = a4, i=0,--- ,n.

Motivado por esse fato(!), associamos os valores nodais com os graus de liberdade das
funcdes de V}, e definimos uma base (para o espaco V},) que seja associada a esses valores
nodais, a saber,

{eo(@), 1(z), -+, on(z)},

onde

1 L
’ <! J ) i7j:O)1)27"'7n' (7)

O, Se€ 1 ?é ] Laboratério
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pi(r;) = 65 =



‘—Interpolacdo unidimensional

#o Fi

T /\/ T

*o u Xi-1 X X *n

Figure: Fungdo chapéu

P
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‘—Interpolacdo unidimensional

Observe que a dimens3o do espaco V}, é n + 1.
Devido a sua forma, a fun¢do ¢;(z) é chamada de funcdo chapéu.

Cada fungdo chapéu ¢;(x) & uma fungdo continua e linear por partes, tomando o valor
1 em z; e 0 nos outros nés da malha.

Note que ¢;(z) é diferente de zero somente nos dois subintervalos I; e I;11 que contém
0 n6 z;. Diz-se entdo que o suporte de p; & I; U I; 11, isto &, supp(p;) = I; U I11.
A excecdo sdo as fungdes g e ¢, associadas aos pontos nodais o = 0 e z, = L,
respectivamente, que possuem suporte somente em um intervalo.
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‘—Interpolacdo unidimensional

Assim como foi feito para a base nodal de P;(I), a razdo para definir a base nodal de
Vi, € que ela nos permite expressar qualquer funcdo v € V}, como uma combinacio linear
de wo(x),1(x), -, pn(x), com coeficientes dessa combinagdo linear determinados a
priori, isto &, os valores v(z), v(x1), - ,v(zp).

Isso significa que se v € V}, entdo

3

viw) =) vlwi)pilx). (8)

De fato, se v(x) = " Bigi(x), entdo,

v(w)) = Bopol(e;) +- - +Bj-1 pj-1(x5) +5 () +Bj+1 pjr1(25) - - +Bn pn(25) = 7
~—— ~—_ ~— — ~——
= =0 ! =0 =0 Laboratério
. Nacional de
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‘—Interpolacdo unidimensional

A expressio explicita para as funcdes chapéu é dada por

( T—T;_1 .
T;, SG(L‘GIZ‘: [xi_l,wi],

pi(r) = § T, sew € Lipa = 33, 2inl; (9)

(0, caso contrério.
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‘—Interpolacdo unidimensional

Interpolagdo linear em I = [a,b] C R

Os espagos de fungdes P (I) e V}, serdo utilizados para contruir aproximagdes para uma
dada funcdo f através de interpolaco linear e linear por partes.

Recorda-se que a base nodal do espago P (1) & o conjunto {A\g(z), A1(z)}.

Dada uma fungdo f continua em I = [a,b], defini-se a interpolante linear wf € P1(I)

de f por
mf(z) = fla)Aa(x) + f()Ao(2). (10)
Note que nos pontos nodais © = a e x = b, tem-se
mfla) = f(a)Aa(a) +f(b) Xo(a) = f(a); (11)
ey et
7f() = f(a) Xa(b) +7(b) Mo(b) = f(b). @1& e
~~ ~ Computacao
=0 =1 Cientifica



‘—Interpolacdo unidimensional

Entdo a interpolante linear mf € P1(I) de f & uma fungdo que satisfaz (11), (12) e é
linear em I.

Obviamente, se f € P1(I) entdo f = 7 f em I. No caso em que f ¢ IP1(I) é de interesse
medir a diferenca f — 7w f, que é chamada erro de interpolacdo. Para medir o erro de
interpolacdo precisa-se de uma norma.
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‘—Interpolacdo unidimensional

f(x)

f(x)

X
Xp X1

Figure: Uma fun¢do f se sua interpolante 7 f. Laboratério
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‘—Interpolacdo unidimensional

Produto interno e norma

Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno em V' é uma fungo (-,-)y : VxV = R
tal que
(i) (w,u)y =0
(i) (vyu)y =0 <= u=0;
(i) (u,v)y = (v,u)y;
(iv) (cu+ Bv,w)y = a(u,w)y + B(v,w)y;

Uma norma em um espac¢o vetorial (real) V' & uma fungdo || - ||y : V — R tal que para todo
u,v €V eaéeR,
(1) Nullv = 0;

(i) flully =0 <= u=0;

)
(III) H(XUHV = |O(|||U||V, Laboratério
Nacional de
) Computagdo

(V) Nlu+vllv < lully + ollv- clentitica



N3o é dificil mostrar que se (-, )y € um produto interno em V' ent3o
[ully = v/ (u, u)y
define uma norma em V. Essa norma é chamada de norma induzida pelo produto interno.

Uma propriedade importante que relaciona um produto interno com a norma associada
é a desigualdade de Cauchy-Schwarz, dada por

[(w,v)v] < lullv[v]v, Yu,veV.

Serdo definidas duas normas, a norma do infinito e a norma de L?. A norma do infinito
é definida por

|v]|oc = max |v(z)]. (13)
zel
. ~ ~ . Laboratério
Essa norma fornece uma informacdo pontual da funcdo, que é o seu @ Nacional de
L, . L Computagdo
valor maximo em médulo. Cientifica



‘—Interpolacdo unidimensional

Antes de definir a norma de L?, definir-se-a primeiro o espaco L?, que é um dos mais
importantes espacos de funcdes:

2y ={v: 18| /I jo(a) P < oo}, (14)

isto &, o espaco L2(I) & o espaco das funcdes quadrado integraveis em I'. O produto
interno usual do espago L?(I) é dado por

(u,v) 21y = /Iu(x)v(x)dx
e a norma usual do espaco L?(I) é

lull g2y = \/m: [/I|u(x)|2dx};.

A definicio precisa do espaco L?(I) é baseada na teoria de integracdo de Lebesgue, um 4
que esta além do escopo desse texto.




‘—Interpolacdo unidimensional

A norma do espaco L2(I) fornece um valor médio associado ao tamanho da funcdo u
em [.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco L?(I) resulta em

/I f@)g(@)dz < |flvlglv, VfigeV.

Com esses conceitos, pode-se medir o erro de interpolagdo entre f e wf na norma de
L2
Proposi¢do (Erro da interpolante linear)

A interpolante de f em I, denotada por wf € Pi(I), satisfaz as estimativas

1f =7 flle2(ny P2 2y (15)
I(f =) 2y A 22y @{@gmgg
Computagdo
Cientifica

<
<

ondeh=b—a>0.



‘—Interpolacdo unidimensional

Interpolacdo Continua e Linear-Por-Partes

Relembremos o espago V}, = {v[ v € CUI); |y, € IP)l(Ii)} e sua base nodal
{vo(@),1(x), - s on(2)}-

Considere I =[0,L] e f € C°(I).

Define-se a interpolante continua e linear-por-partes de f sobre a malha P de I, como
sendo a fungdo 7 f € V}, satisfazendo

wf(@) = flzi)ei(x). (17)
1=0
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‘—Interpolacdo unidimensional

J(x)
3
2 nf(x)
! , . \ . : x
0= Xp X X2 X3 X4 X5= |

Figure: Uma fun¢do f e sua interpolante continua e linear por partes 7 f.
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‘—Interpolacdo unidimensional

Com respeito ao erro de interpolacdo e = f — wf em V}, temos o seguinte resultado.
Proposicao

A interpolante de f, denotada por mf € V},, satisfaz as estimativas

||f—7TfH%2(1) < Zh?HfHH%Q(Ii); (18)
i=1

I =7 1oy < SRR, (19)
i=1

onde h; = |I;| = x; — x;—1 > 0.
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‘—Interpolacdo unidimensional

Exercicios

1) Considere a partigdo (malha) P do dominio I =[0,1]: 0 < z; < z2 < 3 =1,
onde z1 = 1/6 e 29 = 1/2 e seja V}, o espago das fungdes continuas e lineares por
partes definidas em P.

a) Determine a expressdo analitica para a fungdo chapéu ¢ () e construa seu grafico
em P.

b) Determine a fungdo v(x) = —po(z) + ¢1(x) + 2p3(x) e sua derivada v'(z). Esboce
os graficos de v e v'.

c) Esboce o grafico da fun¢do constante por partes h(x) = h; em cada subintevalo ;.
d) Qual a dimens3o de V},?

2) Determine a interpolante linear 7 f € P1(I), onde I = [0, 1], das seguintes fun¢des

a) f(x) =22
b) f(z) = 3sen(2nz).
. Laboratério
Esboce os graficos de f e 7f. @ Compuiacas
Cientifica



Interpolacdo unidimensional

Exercicios

3) Seja V}, o espaco das fungdes continuas e lineares por partes definidas em uma malha
uniforme com quatro pontos de I = [0, 1]. Determine e esboce os graficos de f e
7 f para as seguintes funcdes
a) f(z) =22 +1.
b) f(z) = cos(mz).
4) Interpolagdo & uma forma simples de aproximar uma fungdo continua, mas existem
outros métodos de aproximacio de fun¢des, como por exemplo a projecdo L?. Dado
uma funcdo f € L?(I), a projecdo L? de f, denotada por P, f € V}, é definida por

/ <f(a:) - th(x))v(:c)dw =0, YveV,.

1

. . Laboratério

Descreva um procedimento para determinar P, f. @ Nacional de
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‘—Interpolacdo unidimensional
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