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Interpolacdo Bidimensional

Aproximacdo Polinomial Por Partes Bidimensional

Neste capitulo estendemos o conceito de aproximacdo polinomial por partes para duas
dimensdes. A ideia basica é construir espacos de funcdes polinomiais por partes, uma
vez que essas funcdes sio faceis de serem manipuladas computacionalmente e podem ser
usadas para aproximar outros tipos de funcdes.

Uma dificuldade com a construcido de polindmios por partes em dimensdo 2 ou 3 é que
primeiramente o dominio precisa ser particionado (discretizado) em elementos, tais como
triangulos, e isso pode ser uma tarefa n3o trivial se o dominio tiver uma forma complexa.
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Triangulacdes

Seja 2 C R? um dominio limitado com fronteira poligonal, denotada por 992. Uma
triangulagdo (também chamada de parti¢do, malha ou grid) 7;, de © & um conjunto

771 - {T17T27 T 7Tnel}7

de tridngulos (ou quadrilateros) T, e = 1,--- ,nel, onde nel & o namero de elementos
(triangulos ou quadrilateros).
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Uma triangulagdo é chamada de conforme se

a=r.,

onde Q é o fecho de €, isto &, Q = QU ON. Além disso,

> T # 0, VT € Ty, onde T & o interior de T';

» T;NT; = para todo i # 7;

» Se F=T,N T} # (), com i # j, entdo F & um aresta ou um vértice.
Denotamos por hr o didmetro de T € T}, (ou o maior lado do tridngulo T') e

h = max hp.
TeTh
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Geradores de Malhas

v

EasyMesh (e ShowMesh - para visualizag&o);

» GMSH:

gerador do MATLAB (PDE-Tool);

gerador da LIBMESH (biblioteca - solugdo numérica de EDPs);

> etc.

v

v
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Estruturas de dados para representacdo de uma malha

Para uma malha com nnos nés e nel elementos (tridngulos) pode-se utilizar duas
estruturas de dados (matrizes):

» COORD: matriz coordenada - matriz que armazena as coordenadas (x, y) dos pontos
nodais da malha. Sua dimensdo é nnos x 2 ou 2 X nnos;

» |EN: matriz de conectividade - matriz que associa a cada elemento seus vértices
globais. Sua dimens3o é nel x 3 ou 3 x nel. A enumeracdo dos nés é feita no

sentido anti-horério.
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Ny =(0,2) Ng=(1,2)
Kg
K5
Ny N5 = (L,1) Ne = (2,1)
Ky Ky
Ky Ky
x
N = (0,0) Ny = (1,0) Ng = (2,0)

Figure: Malha triangular com elementos K1, -+ , Kg.
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‘—Interpolacdo Bidimensional

O espaco das fungdes polinomiais (lineares) em um elemento triangular
Seja T' um triangulo e P1(T') o espac¢o das fun¢des lineares em T, definido por
P(T)={v; v=vw(z,y)=co+c1x+cy, (z,y)€T, co,c1,c20€R}. (1)
Esse espaco contém todas as funcdes da forma
v(z,y) = co + a1z + cay,
que representa um plano definido em T'.
Qualquer fungdo v € Py (T) é determinada de forma anica por seus valores nodais
a; =v(N;), i=1,2,3,

Computagdo
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‘—Interpolacdo Bidimensional

As constantes ¢y, ¢; € co sdo determinadas fazendo

aq
a2

a3

v(z1,y1) = co + c1x1 + c21;
v(z2,Y2) = co + 122 + c2y2;

v(z3,y3) = co + 123 + 23

I z1 wn| | o1
1 22 yo2| || = |2 (2)
1 x3 ys] |Le2 a3

A matriz desse sistema é chamada de matriz de Vandermond. Como seu determinante é
igual ao dobro da area do tridngulo T, esse sistema tem solucdo anica. Qualquer funcdo
v € P1(T) que se conhega seus valores nodais pode ser obtida pela solugdo do sistema
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Dizemos que as fungdes v € P1(T") sdo descritas através da base usual de P1(7"), dada
por {1,z,y}.

Note que dim P (T") = 3.

A base nodal
{)\1(‘%’ y)a AQ(mv y)v )‘3(1'7 y)}

de P1(T") sera determinada a seguir.
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Resolvendo o sistema (2) obtém-se

1

€0 = 5 {O‘l(xzys — Z3y2) + aa(z3y1 — 21y3) + az(T1y2 — nyl)];
1

o= [al(yz —y3) + aa(ys —y1) + as(yr — y2)]?
1

2 = or {041(.%'3 — x3) + ao(xy — x3) + az(r2 — 331)],

onde A€ é a area do elemento (triangulo) T, dada por

1 1 1 Y1 1
A¢ = 3 det | 1 zo yo | = B (x1y2 — z211) + (23y1 — 21Y3) + (T2y3 — $3y2)}-
1 z3 ys3
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Substituindo cg, ¢1 e co na expressdo para v, resulta em

’U(I‘,y) = al)\l(xvy) + 042)\2(:va) + O[3)\3(CC,?J)7

onde a; = v(x4,y;), 1 =1,2,3 €

M y) = g — wsw) + (2~ v + (s — )y
Mley) = 5 @y — o) + (s — v+ (1 - as)y):
A3(z,y) = ﬁ [(fﬂlyz —xay1) + (Y1 — y2)z + (22 — 901)?4

sdo as fungdes que formam a base nodal do espaco P (7).
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Essas funcdes satisfazem

, =7
3
0, i#7J G)

e podem ser reescritas como

1
AM(z,y) = 5 e [al +51$+01y};
1
Ao (z, = —[a box + ¢ }; 4
2(7,9) 9 A¢ 2 + 027 + C2y (4)
1
As(x, = —[a bsx + ¢ },
3(2,9y) 54 |93 + b3x + c3y
onde
ap = Toy3 — T3Yo b1 =y2—y3 €1 = T3 — T;
as = T3Y1 — T1Y3 bo=ys— Cy = T1 — T3; @ Laboraterio
ag = Ty —T2y1  by3=y1—y2  c3=1T2—7T1. cenyitc



‘—Interpolacdo Bidimensional

Elemento de referéncia

O elemento de referéncia T é o triangulo com pontos nodais N1 = (0,0), No = (1,0) e

N3 = (0,1). A area desse triangulo & 1/2 e a base nodal de P;(7") é dada pelas fungdes

)\1(1',21) = l-—z—y;
Ao(z,y) = m (5)
)\3($>y) = Yy
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Interpolacdo linear em um tridngulo

Considere o problema de aproximar fun¢des em um tridngulo 7. Dado uma fun¢do
continua f sobre T" com vértices (nés) N1, N e N3, a interpolante linear 7f € Py (7))

de f é definida por
3

i=1

onde o conjunto {A1(x,y), Aa(z,y), A\3(z,y)} forma a base nodal de Py (7).

A interpolante 7 f € P1(T') é um plano, que coincide com f nos trés pontos nodais. De
fato,

Tf(Ni) = f(Ni)
para todo i = 1,2, 3. @ Nazronal de
Compvutagdo
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Estimativa de Erro

Para estimarmos o erro de interpolacdo f — wf em alguma norma especifica precisamos
introduzir algumas notacdes e definicdes.

Definicdo (espaco H'(2))
Seja 2 um subconjunto aberto de R?. Define-se o espaco de Hilbert

ov Ov
1 . . 2
H(Q)—{U.Q—HR, U’@w’ayeL(Q)}'

Note que H'() & o espaco formado por funcdes que estdo em L?(€) de forma que suas
derivadas parciais (no sentido generalizado) também estdo em L2((2). -
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Um produto interno em H'(§2) ¢ definido por
(u7 U)Hl(Q) - (U, U>L2(Q) + (VU’7 VU)LQ(Q)7 (7)
isto &,

U, V) i) = u(z,y)v(x,y)dQ+ | Vu-Vod
(@) 0 0

ouodv Ouodv
_ Q.
/Qu(oﬁ,y)v(ﬂé‘,y)dQ +/ (8x or oy ay)d

A norma induzida pelo produto interno é dada por

el oy = /(s Wiy = 0z + IVl (8)
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Definicdo (espago H?(2))
Seja 0 um subconjunto aberto de R?. Define-se o espaco de Hilbert
81} ov 0%v v 0%

HX Q) =3v: Q=R v,—, —, >, e L*(Q)}.
(@) {v B oy’ 8:1:2’8y2’8:c8y ()}

Observe que H?(f2) é o espaco formado por funcdes que estdo em L?(Q) de forma que
suas derivadas parciais (no sentido generalizado) até 2a ordem também estdo em L?(Q2).
Um produto interno em H(2) & definido por A norma de H?(12) & dada por

lulliziey = \/lulrs o) + 1D%ul2 ) (9)

onde

it = [ (G2 o)+ (G2 Ao
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Estimativa para o erro da interpolante

Proposicao

A interpolante 7 [ satisfaz as estimativas

If =7 fllzy < CRLIID*ullp2(r (10)

IV(f =7P)lleery < Chrl|D?ullp2(r (11)
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‘—Interpolacdo Bidimensional

Interpolacdo continua e linear por partes - em 2D

O conceito de interpolacdo continua e linear por partes é facilmente estendida de uma
dimens3o para duas ou trés dimensdes.

Seja f : Q@ — R uma fungdo continua e considere uma malha 7;, sobre €. Define-se
também o espaco das funcdes continuas e lineares por partes sobre Q

Vi ={v e C%Q) :v|r € P (T),VT € Tp}.

A interpolante de f, denotada por mf € V},, é dada por

nnos

Z F(Ni)pi(x,y), (12)

~ . Laboratério
onde Ny, -, Npnos S30 0s nnos pontos nodais e @ Nocional de
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{801($7y)7 te a@nnos(:pvy)} é a base nodal de Vh-
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Figure: Fun¢3o chapéu ¢; em 2D.



‘—Interpolacdo Bidimensional

Estimativa de Erro

Proposicdo
A interpolante 7 [ satisfaz as seguintes estimativas:

If =7 fll72) < C Y hpllD*ullfa (13)
TET,
IV(f =Pl < CRTID iz (14)
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‘—Interpolacdo Bidimensional
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nterpolacdo Bidimensional
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