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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Introducdo

Neste capitulo serd apresentado o método de elementos finitos para resolver
numericamente equacdes diferenciais parciais em duas dimensdes. A ideia basica é
semelhante ao caso unidimensional. Primeiro, deve-se reescrever a formulaco variacional
do problema e a seguir, apresentar um MEF que consiste em determinar uma solucdo
aproximada no espaco de fun¢des continuas e lineares por partes.
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Revisdo de Célculo Vetorial: Operadores Gradiente, Divergéncia e Laplaciano

O gradiente de um campo escalar fornece um campo vetorial. Se u : @ — R & um campo

escalar, entdo o gradiente da fun¢do u(x,y) é definido por
u
oz
Vu=
du
dy

O operador de Laplace ou laplaciano de um campo escalar fornece um campo escalar. O
laplaciano da fungdo escalar u(z,y) é definido por

Pu 0%u
Au=— + —.
0xr? = 0y
3 Lab téri
Observagdo @ Nacional de
~ .- . A . Computagdo
N3o se utiliza o operador divergéncia em campos escalares. Cientifica



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Fl ([L‘, y)
Se F(z,y) = € um campo vetorial, entdo o operador divergéncia de F' &
FQ(xu y)
definido por
OF, OF,
V.- F=—+"—"%
Ox * y

Pode-se definir os operadores gradiente e laplaciano de campos vetoriais.
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Propriedades Importantes

a) Se ¢ & um campo escalar e F' € um campo vetorial, entdo

V - (pF)=Vp-F+ ¢V F.
b) A divergéncia do gradiente é o laplaciano: se u é uma fungdo escalar, entdo

V- (Vu) = Au.

De fato,
ou

Ox *u  0%u
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Se o vetor n(z,y) é o vetor normal unitario exterior a fronteira 92 de Q em (z,y) € 9N
e se Vu é o gradiente de wu,

du

oz
Vu= ,

Su

dy

entao 9

u
Vu-n=—
on

é a derivada normal de u em 02 (derivada direcional - na direcdo de n).

Laboratério
Nacional de
Computagdo
Cientifica



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Teorema da Divergéncia e |dentidade de Green

Teorema (Divergéncia)

Se Q C R? é um dominio com fronteira T' = O) suave ou suave por partes e
F : Q — R? é um campo vetorial, entdo

/V-FdQ:/F-ndF, (1)
Q T

onde m é o vetor unitario a fronteira I na direcdo exterior.

Primeira ldentidade de Green

Suponha que u e v sejam fungBes escalares (diferenciaveis) definidas em 2 C R%:

8 Labioor:uféri:
/ vAud + / Vo VudQ = [ v2ldr. @ %ﬁi«pugu';go
Q Q ientifica
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Problema Modelo

O problema a ser abordado consiste na equacio diferencial parcial
-V - (eVu) = f, emQQ, (3)
u = g, emTI. (4)
onde € > 0 & um pardmetro dado e f & uma fun¢do conhecida.

Este € um problema com condicdes de contorno de Dirichlet. Por simplicidade,
consideraremos g = 0.

Se f € C°(Q) e u resolve o problema (3)-(4) entdo é natural esperar que u € C%(Q).
Além disso, u é igual a zero na fronteira T'.

A solugdo do problema (3)-(4) é procurada no espago de fungdes @ Laborasrio
CH={uecC*Q); u=0emT}.

putagdo
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Formulacdo Variacional

Multiplicando ambos os lados da equag&o (3) por uma fung¢do v (chamada fungio teste),
obtém-se
-V - (eVuw)v = fv, em Q.

Agora, integrando o resultado em €2, resulta em
- / V - (eVu)vdQ) = / fodS. (6)
Q Q

E suficiente definir o espaco das funcdes testes como sendo C%, isto &, v € C’,%.
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Formulacdo Variacional

Como € > 0 & uma constante, ent3o
v. (evu) = eV - (V) = eAu.
Usando a primeira identidade de Green (2), tem-se
- /Q V- (eVu)vdQ) = — /Q eAuvdS) (7)

= / eVu - Vodd — / evVu - ndl. (8)
Q

T
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Substituindo esse termo na equagdo (6), obtemos

/eVu-Vde—/evVu‘ndF:/fde. (9)
Q r Q

Como v € C%, entdo v =0 em I'. Portanto a formulagdo variacional ou forma fraca do
problema (3)-(4) consiste em achar u € C%, tal que

/ eVu - VodQ = / fodQ, Yve C%. (10)
Q Q
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

A forma variacional do problema (3)-(4) pode ser definida em termos do espago de
Sobolev H(9): achar u € HZ () tal que

/eVu-Vde:/fde, Vo € Hi(Q). (11)
Q Q

Neste caso, o lado direito f de (3) é assumido pertencer ao espago L?(12).
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

A Equacdo de Conveccdo-Difusdo-Reacdo

A equacdo de convecgio-difusdo-reagdo consiste em achar a fun¢do u = u(x,y), tal que

V.- (—eVu+uB) +ou = f, emQ; (12)
u = g, emI'p; (13)
e(Vu-n) = g, em Iy, (14)

onde € > 0 é o coeficiente de difusdo, considerado constante, & > 0 é o coeficiente de
reacdo, B : Q x Q — R? é o campo de velocidades, f : Q2 — R & o termo de fonte,

I'p representa a parte da fronteira onde as condi¢des de Dirichlet sdo prescritas (a fung¢do
u é conhecida em I'p),

P . .~ ~ b tori

'y =T\ T'p é a parte da fronteira onde as condi¢des de Neumann s3o @ Laboraterio

. . . Computagdo
conhecidas (o fluxo de u é prescrito).

Cientifica



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

A fungdo u pode representar a concentragdo de uma substéncia no ponto (z,y) € 2 em
um processo de transporte estacionario. Por exemplo, u pode descrever a concentracio
de um contaminante em um rio, de um farmaco na corrente sanguinea, etc.

Vamos assumir que o campo de velocidades é incompressivel, isto €&,
v-g = 0.

Segue-se que,
V- -(uB)=uV-B+8-Vu=p Vu
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Portanto, o problema (12)-(14) pode ser reescrito como,

—eAu+3-Vu+ou = f, em (15)
u = gemI'p; (16)
e(Vu-m) = gq, emI'y. (17)

Nessa equacdo, —eAu é o termo difusivo, 3 - Vu & o termo convectivo e ou € o termo
reativo.
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Dado o espaco
Vo={ve HY(Q);v =g em I'p},

o problema variacional consiste em achar u € Vj tal que

/ (eVu -Vu+ (8- Vu)v+ qu)dQ = / fodQ +/ qudl’, YveVy (18)
Q Q T

N
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Fazendo

a(u,v) = /Q (eVu -Vu+ (8- Vu)v+ mw) dQ;

tv) = /Q FodQ + /F qudl,

o problema (19) pode ser escrito na forma compacta: achar u € Vj tal que

a(u,v) =L(v), Yvel. (19)
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Método de Elementos Finitos Bidimensional

Método de Elementos Finitos

O método de Galerkin consiste em converter o problema variacional continuo, descrito
em espagos de dimens3o infinita, em um problema discreto, cujas fun¢des (admissiveis e
teste) pertencam ao mesmo espago de dimensao finita.

O método de elementos finitos € uma metodologia eficiente de implementar
computacionalmente o método de Galerkin.

Por simplicidade, vamos considerar que as condicdes de contorno de Dirichlet sejam
homogéneas em (15)-(17), isto ¢, g = 0 em I'p. Neste caso, os espagos V, e V| sdo

lguals.
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Método de Elementos Finitos Bidimensional

Considerando 1}, subespago de dimensdo finita de V5, o método de Galerkin consiste
em restringir o problema variacional (19) a esse espaco, isto &, achar uy, € Vj 3, tal que

a(up,vp) =L(vp), Yoy € Vop, (20)
onde uy, e vy, sdo aproximacdes de u e v, respectivamente.

Obviamente, as funcdes u;, e v;, s3o construidas através de combinacdes lineares das
funges pertencentes a base escolhida do espago V) j,.

Podemos dizer que o método de elementos finitos &€ um procedimento eficiente para
construir o espaco de aproximagdo V; 5, € consequentemente, resolver o problema discreto

(20).
O espago 1} 1, € o espago das fungGes continuas em 2 e polinomiais em Laboratério
L. . . ~ Nacional de
cada elemento (subdominio) da discretizag3o. @ Computacdo
Cientifica



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Para apresentar o MEF, considere a particdo 75, do dominio {2 em elementos triangulares
(ver Fig. 1).

Figure: Triangulacdo do dominio €2 - Figura extraida de ?
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Podemos definir o espago Vp j, da seguinte forma,
Vou = {vn € HY(Q) tal que u|r € P,.,VT € Ty, e ulr,, = 0},

onde P & o espaco de polindmios de grau < r e cujos coeficientes s3o reais, definidos
no elemento T" € 7,. Definimos h como o pardmetro caracteristico da malha. Como
estamos considerando polindmios lineares em T', entdo r = 1.
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Observacao

Os espagos Vj e Vj, o sdo vetoriais, enquanto que V,, com g # 0, e V}, 4 (onde V3, , C 'V,
tem dimenso finita) ndo sdo. De fato, se u1, us € Vg, entdo ui|r, +uslr, =29 ¢ Vj.
Para o método de elementos finitos de Galerkin, considera-se o mesmo espago de
aproximacdo para as funcées admissiveis e peso. Entdo para aplicarmos o método de
elementos finitos no caso g # 0 na fronteira de Dirichlet, estendemos g € C(I'p) para o
resto da fronteira I introduzindo a funcdo g € C(T') tal que

g:g emFD.

Entdo podemos considerar
up, = up + Gp,

Nacional de
Computagdo
Cientifica
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Observacio

Usando esse argumento, o problema discreto associado a (19) é escrito da seguinte
forma: achar uj, = up, — G, € Vi, tal que

a(in, vp) = L(vy), Yon € Vi, (21)

onde,

E(vh) = K(Uh) — a(Gh, Uh). (22)

Neste caso, os espacos das fungBes admissiveis e peso sdo iguais na formulagcdo (21).
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Método de Elementos Finitos Bidimensional

Para determinar o espaco V}, devemos construir uma base para esse espaco. Seja

B={¢g1,...,¢n}

uma base para o espa¢o V}, asssociada a parti¢do/triangulagdo 7;,. Denotamos por he o
didmetro (maior lado) do elemento triangular T" e definimos h = max{h.}, o parametro
caracteristico da malha 7;,. A cada vértice x; ndo prescrito com condi¢es de contorno
de Dirichlet (marcados com o simbolo ® na figura) associamos uma fun¢do ¢; € B
satisfazendo

1, sei=yj;
(%) = 23
©;(xi) 0, seiij (23)

isto &, a fungdo ; € igual a 1 no né x; e 0 nos outros nés da parti¢do; ¢; é uma funcdo
. raY . N Laboratério
continua em () e afim em cada triangulo T. @ Nacional de
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Figure: A fungdo base ¢; - Figura extraida de ?
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

As fungdes 1, . .. @, sdo linermente independentes e geram o espaco V. Portanto, uma
func3o arbitraria u;, € V}, pode ser escrita como uma combinacio linear dessas funcdes,

isto &,
n
un(x) =Y aje;(x). (24)
j=1
A propriedade (23) implica que em cada vértice x;, i = 1,2,...,n da malha,

up (X, 1) = a1 @1(X) + .. o1 pim1(Xs) F0u 0i(X5) i1 Qir1(X) 4. Ao (X)),
——r ——— ——r ——— ——

ou seja, as coordenadas aq, ..., a, da combinac3o linear sdo dadas por
Q; = uh(xi).

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Uma base satisfazendo (23) é chamada base nodal ou base lagrangiana. Substituindo
(24) em (20) obtemos,

Zajcpj )son) =L(vp), Vo € Vi,
ou

Za )svp)og = L(vy), Yo, € V.
7j=1

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Como a altima equac3o é valida para toda funcdo v, € V},, podemos escolher v, = ¢,
parai=1,2,...,n, obtendo

n
§ a(‘PJNPz)OCJ :e(@l), 1= 1,2,...,71,,
j=1
que & um sistema de equacdes lineares, escrito na forma matricial como

KU=F (25)

onde K = [Kjj]nxn € R"*™ & a matriz com componentes

Kij = alpi, ;) = /Q (EV% -Voi+(B-Voj)pi + ngi@j)dx,

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

F = [F}],, € R™ & o vetor com componentes
Fy = (f, i) + (¢, pi)ry = / feidx+ [ feoids,
Q Ty

e U = [u;], € R™ é o vetor incégnita com
uj = g = un(X;)-

Resolvendo este sistema de equacdes lineares, obtém-se a solucdo aproximada do

problema pelo MEF.
Laboratério
Nacional de
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Montagem do Sistema Global

A matriz K do sistema (25) é chamada de matriz global, enquanto o vetor F' & chamado
de vetor global. A implementacdo computacional do método de elementos finitos é
realizada a partir da construcdo de matrizes e vetores associados a cada elemento da
malha, chamados de matrizes e vetores locais.

A matriz global K e o vetor global F' sdo gerados a partir das matrizes e vetores locais.

Apresentaremos as matrizes locais associadas a cada elemento e um algoritmo para

montar o sistema global (25).
Laboratério
Nacional de
@ Computagdo
Cientifica



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

As integrais definidas sobre o dominio 2 sdo divididas em integrais calculadas sobre os
elementos. Por exemplo, os elementos da matriz K podem ser calculados da seguinte
forma,

K;; = /Q (eVgoi Vo + (8- V)i + agpigpj)dx
Nel

= Z/T<5V80i'V(Pj+(ﬁ'V(Pj>80i+USOiSOj)dx7
e=1

Laboratério
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/ <6V90i Vi +(B-Voj)pi + U%‘%‘)dx =0,
T

se ¢; e/ou p; ndo forem fungSes associadas aos pontos nodais do elemento 7.

Ent3o, é suficiente calcular somente as integrais que ndo se anulam sobre os elementos
e armazenar os seus valores em uma matriz 3 x 3, conhecida como matriz local. Neste
caso, podemos tratar o problema localmente, construindo as matrizes e vetores locais,
para depois construir o problema global.

Para a desccricdo do problema local, considere a base nodal local

{/\T(‘T’y)’)‘g(aj7y)7)‘§(x7y)} Laboratério
Nacional de
descrita no Capitulo 3. @ Computagdo

Cientifica



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Matriz Local K¢

A matriz global K é formada a partir das contribui¢cées das matrizes locais D¢, C° e
R¢, associadas aos termos de difusdo, conveccio e reacdo, respectivamente. Se K€ é a
matriz local associada a K, entdo

K°=D*+C°+ R°. (26)
A matriz local do termo de difusio é dada por

diy dip dig
D = |dyy dsy diz) (27)

de d€ e

31 32 33
Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

onde
di; = / eV (2, y) - VAj(z,y)dx, i,j=1,2,3,
T
com
OAE
ox 1 b
V)\e Z, = = s .
=] QAE[CJ
Oy
Ent3o,
b; b
e e 24¢ 24¢ 1
V)‘z (1")3/) : V)‘_y(xa y) = : = W(blbj + CiCj).
Ci Cj 4( )
2A¢ 2A¢
A€ é a area do elemento 7. @ Laboratério
Creiree



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Entdo

e . 1 1
_/TV)\Z-(x,y).V)\j(x,y)dx (A2 5 (bibj +CZCJ)/QedX 4Ae(bb + cicj),

—Ae
isto &,
e J— 1 .
G e [ = ) — ) + (@ — ) (s — w2)];
To = 4;(3 [(yz —y1)(ys —y1) + (z3 — x2) (21 — 1’3)};
i3 = 426 [(y2 —y1) (W1 — y2) + (x3 — 22) (w2 — 931)};

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

e _ c .

21 — 12>

. 1

2 = i [(y:s —y1)(y3 — y1) + (21 — x3)(21 — ﬂss)};
1

S = e | (8 — ¥ — y) + (@1 — ) (w2 — )|

51 = dis;

50 = dis;
1

VT [(y1 —y2)(y1 — y2) + (w2 — z1) (22 — 961)}-

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

A matriz local que corresponde ao termo de conveccio é dada por

(4 € (4
€11 €12 €13
e __ (4 € (4
CO=| & & &3 |, (28)

(4 € (4
€31 C32 €33

onde
= [N @) pax
com
3 by
e ‘ 24° 1
B'V)‘j(x>y) = : = @(bjﬁx"i‘cj',@y).
S5
By 24¢

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Considerando as velocidades 3, e 3, constantes em ()., temos

i = 57 (bjBz + ¢;8y) / A (z,y)dx = *( bjBx + ¢;jBy)-

3 2Ae
%,_/
=Ac/3

Se as velocidades 3, e (3, ndo forem constantes, podemos calcular seus valores no
baricentro de cada elemento, descrevendo dessa forma, uma aproximac3o.

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

A matriz local do termo de reacio é dada por

€ € e

11 Ti2 Ti3

€ __ [ (4 e
R = ry 15y 153 |, (29)

e e
31 T32 T33

onde
gA° ; :
, sei=j;
e = [ oA\ )dx =< 6.
b= [ eonona= 15 S0
Portanto,
2 1 1
Ae
Re:012 121
1 1 2

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Vetor Local F*°

A construcdo do vetor global F' envolve o termo de fonte e as condi¢des de contorno de
Dirichlet e Neumman.

Vamos considerar o modelo descrito na formulagdo (22), com g # 0 e ¢ = 0. lIsso
significa que o vetor F' é associado ao termo

/ fvth + / qvhdF — / (EVGh . Vvh + ,3 . VGh’Uh + UGhUh)dx, (30)
Q I'n Q

=0

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Associado a cada elemento T € T}, temos um vetor local

IT
Fe=|fs5 |,
e
3
onde

fe= / FASdx — / (eVGY, - VX + B- VG + 0G5S dx,
T T

i =1,2,3, sendo Gf a restricdo da fungdo Gj, em T'.

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

No contexto do MEF, a fun¢do G}, é definida (para maiores detalhes ver ?7) por

g, se (zj,y;) € I'p;
Ghr(zj,y5) =
0, caso contrario.

Obviamente, as integrais (envolvendo a fungdo f) podem ser resolvidas através de
métodos de integracdo numérica.

Estratégia utilizada: aproximaremos a funcdo f em T por sua interpolante linear 7f €
IP1(T) e calcularemos a integral de forma exata em fungdo de 7 f.

3
Ff(.%',y) = Zfz)\le(flf,y),
=1

onde f; = f(x;,y;) é o valor da fungdo f no vértice N; = (z;,v;),7i=1,2,3dot b‘],bfo'fj.é'f_ﬂg
T. crentitien



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Portanto,

/TAf(m,y)f(x,y)dx— (/T)\fAfdx>f1 + </T)\f)\§dx>fg+ (/T)\ngdx>f3.

Calculando esses integrais para ¢ = 1,2,3 obtemos o vetor local associado ao termo

fo’Uth,
gqe | 211 f gpe | 2hi+fatfs
o 1 21 fo =13 fi+t2fe+f3 |,
11 2 f3 fi+ fo+2fs

onde f; = f(xi, i)

Laboratério
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‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Analogamente, a fungdo GY, é descrita da seguinte forma

G = g\T(2,y) + g2A5(2, y) + g3 A5 (2, ),
onde
9i = 9(%i,Yi)
é o valor que Gf, assume no vértice (x;,;), i = 1,2,3 do tridngulo T'.

Se (z,vy;) ¢ I'p, entdo g; = 0, caso contrario, g; = g(x;,y;)-

Ent3o, o vetor local associado ao termo que representa a condicio de contorno de Dirichet
no lado direito de (30) é dada por

Ey1 B2 Ens g E1191 + E1292 + E1393

E31 Eagy Eog g2 | = | E2191 + E2292 + Ea3g3 |

Es1 Esy Ess g3 E3191 + E3292 + E3393 @ Moo amalie
Computagdo

Cientifica

onde E é a matriz local associada a a(Gp, vp,).



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Essa matriz € a mesma matriz local K¢ descrita em (26).

Vale ressaltar que g; = G}, (z;,y;) é diferente de zero apenas se o ponto nodal (z;,y;) é
um vértice pertencente a fronteira prescrita de Dirichlet.

Portanto, o vetor local F¢, para ¢ =0, é dado por

I1 Ae 2fi+ fo+ f3 Ei1g1 + E1292 + E1393
Fe=1|f5s | = 2 fi+2fo+ f3 | — | E2191 + E2g2 + Easg3 |,
VET fi+ fa+2fs E3191 + E3292 + E3393

onde E;; = K.
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Nacional de
Computagdo
Cientifica



‘—Meétodo de Elementos Finitos Bidimensional

Implementacdo Computacional

A implementacdo computacional de um cédigo de elementos finitos envolve alguns
passos importantes. Primeiro destacaremos algumas variaveis Gteis que s3o utilizadas
na implementag3o.

> nel essa variavel representa o nimero de elementos da malha 7y;

> neq:. representa o nimero de equacdes, isto &€, a ordem do sistema global a ser
resolvido;

» nnos: é o namero de pontos nodais da malha 7.

Laboratério
Nacional de
Computagdo
Cientifica
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Além das trés variaveis descritas acima, destacaremos também algumas estruturas de
dados utilizadas: vetores e matrizes

» COORD: matriz coordenada - matriz que armazena as coordenadas (x, y) dos pontos
nodais da malha;

» ID: vetor que identifica a equagdo associada a cada vértice global no prescrito;

» |EN: matriz de conectividade - matriz que associa a cada elemento seu vértices
globais;

» LM: matriz de localizacdo - essa matriz associa os vértices (pontos nodais) locais
do elemento ao nimero da equacao correspondente;

» BOUNDCOND: vetor que armazena os valores prescritos da fronteira (condicdes de

contorno de Dirichlet).
Laboratério
Nacional de
@ Computagdo
Cientifica
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A consideracdo de condicbes de fronteiras de Neumann envolve o uso de mais estruturas
de dados, e n3o abordaremos isso nesse trabalho. Em geral, um programa de elementos
finitos é dividido em trés partes:
» Pre-processamento: consiste na geracdo de malha, constru¢do das estruturas de
dados e calculos relacionados aos elementos;
» Processamento: consiste na montagem e solu¢do do sistema global KU = F para
problemas estacionérios;
» Pos-processamento: saida dos dados calculados e visualizacdo grafica da solucio e
outras quantidades de interesse.

Laboratério
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Faremos um exemplo simples para ilustrar o funcionamento do método de elementos
finitos na montagem do sistema (25). Considere a malha representada na Fig. 3.

: 2 g 11
@ €
© ®
1 110
@ ®/ "\ 0O
©) @
2 5 9

Laboratério
Nacional de
Computagdo
Cientifica

Figure: Malha de elementos finitos com 11 elementos e 11 vértices (pontos nodaisé
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Essa malha possui 11 elementos triangulares e 11 vértices (pontos nodais).

Os vértices 3, 6, 8, 9, 10 e 11 sdo prescritos com condicbes de contorno de Dirichlet
(fronteira em vermelho).

Os outros vértices chamaremos de vértices livres. Entdo teremos os seguintes valores
para as variaveis nel, neq e nnos:

» nel: 11(namero de elementos);
» neq: 5 (nimero de equagdes ou de vértices livres);

» nnos: 11 (namero total de vértices).
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O proximo passo é preencher a matriz COORD que é utilizada para armazenar as
coordenadas dos vértices da malha.

Essa matriz possui nnos linhas e 2 colunas, e associa a cada ponto nodal suas coordenadas
x ey, isto &, COORDIi|[j] representa a j-ésima cordenada (x ou y) do i-ésimo vértice
da malha.

O vetor ID que identifica a equacdo associada a cada vértice global livre &€ um vetor de
tamanha nnos, onde

. eq, set
Dl = { 0 se g

o

um ponto nodal livre;
um ponto nodal prescrito,

o

sendo que eq > 0 & o nimero da equagdo associada ao no i.
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ID=[12034050000].

Neste caso, os vértices livres 1, 2, 4, 5 e 7 estdo associados as equacdes de nimero 1, 2,
3, 4, 5, respectivamente.

A matriz IEN possui nel linhas e 3 colunas e associa cada elemento e = 1,2,... nel a
seus respectivos pontos nodais (vértices) globais.

21,1 21,2 21,3

221 222 223
ITEN = . . .
Znel,1 Znel,2 “nel,3

onde z;; € o ponto nodal global do elemento T} associado ao ponto nodal local j, ou

Seja Laboratério
! Nacional de
IENlelemento|[noLocal] = noGlobal. @ Computacdo
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A matriz IEN é dada por

1 2 4
1 4 3
2 5 4
3 4 6
4 5 7
IEN=|4 7 6
5 9 7
6 7 8
7 9 10
7 10 8
8 10 11
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A matriz de localizacdo LM possui nel linhas e 3 colunas, e associa os vértices locais de
cada elemento ao nimero da equacdo correspondente. Para a malha em estudo, temos

LM =

O T U O W WO N ==
O O O Ut O U W W
O O OO Ut Ut WO W

L u Laboratério
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A matriz de localizacdo LM pode ser construida a partir do vetor /D e da matriz IEN
através da expressio

LM/ elem][noLocal] = ID[IEN [elem][noLocal]].

O vetor BOUNDCOND armazena os valores prescritos da fronteira (condicGes de
contorno de Dirichlet) e é dado por

BOUNDC’OND:[x T g3 T T g X gs g9 910 11 ]T,
onde g; = g(i, Yi)-

O valor descrito por x pode ser qualquer nimero real, uma vez que essas posicdes do
vetor n3o sdo utilizadas, pois estdo associadas aos vértices ndo-prescritos, istos8, 39Serqisrio

. ~ ~ Nacional de
nameros das equacdes que sdo representadas pelo vetor /D.
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O preenchimento do vetor BOUNDCOND usando o vetor ID é descrito pelo algoritmo a
seguir,

para i = 1 até nnos faga
se ID[i] = O entdo
BOUNDCOND[i] < g(w, y:)s
fim-se
fim-para
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Algoritmo: monta matriz local do termo difusivo

Entrada: elemento e, matriz D¢, coeficiente € > 0, matrizes I[EN e COORD
Saida: matriz D¢ preenchida

aloca vetores x e y de ordem 3 % armazena coordenadas dos nés do elemento
para noLocal =1,2,3 faga 7% loop sobre os vértices do elemento e

noGlobal < IEN|e]|[noLocal];  ‘hassociag8o entre os nés global e local
x[noLocal] <~ COORD[noGlobal][l];  %coordenada z do nd global
y[noLocal] <~ COORD[noGlobal][2];  ‘hcoordenada y do nd global

fim-para

b[l] = y[2] —y[8; 2]+ yB] —y[]; B3]+ y[1] - y[2];

el « x[B] = x[2];  c[2] = x[1] —x[3];  ¢[3]  x[2] —x[1];

A€ « (c[3] *xb[2] — c[2] *b[3])/2.0; ‘%area do elemento
para i =1,2,3 faga
para j=1,2,3 faga
DIil[j] = (€/ (4.0 A%)) * (b[i] * b[j] + c[i] * c[j]);

fim-para Laboratério
fim-para Nacional de
Computagdo

Cientifica
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Algoritmo: monta matriz local do termo convectivo

Entrada: elemento e, matriz C°, vetor 8 = (53, By), matrizes IEN e COORD
Saida: matriz C¢ preenchida

aloca vetores x e y de ordem 3 % armazena coordenadas dos nés do elemento
para noLocal =1,2,3 faga ¥ loop sobre os vértices do elemento e

noGlobal <+ IEN|e][noLocal];  ‘hassociag8o entre os nés global e local
x[noLocal] <~ COORD[noGlobal][l];  %coordenada z do nd global
y[noLocal] <+ COORD[noGlobal][2];  ‘hcoordenada y do nd global

fim-para

b[l] = y[2] —y[8;; b2l yB] —y[]; B3] + y[1] - y[2];

el = x[B] = x[2];  ¢[2] = x[1] —x[3];  <[3]  x[2] —x[1];

A€« (c[3] *b[2] — c[2] *b[3])/2.0;
para i =1,2,3 faga
para j =1,2,3 faga
C[] = C21[d] « CB][4] < (Bz/6.0) *b[i] + (By/6.0) * cil;

fim-para Laboratério
fim-para Nacional de
Computagdo

Cientifica
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Algoritmo: monta matriz local do termo reativo

Entrada: elemento e, matriz R¢, coeficiente o > 0, matrizes I[EN e COORD
Saida: matriz R preenchida

aloca vetores x e y de ordem 3 7% armazena coordenadas dos ndés do elemento
para noLocal = 1,2,3 faga 7 loop sobre os vértices do elemento e
noGlobal < IEN|e][noLocal]; ‘%associagdo entre os nés global e local

x[noLocal] «+ COORD|[noGlobal][1];  Y%coordenada z do né global
ylnoLocal] «+~ COORD[noGlobal][2];  Y%coordenada y do né global
fim-para
b[1] <= y[2] —y[3);  B[2] <= y[3] —y[l]; B3] <= y[1] —y[2];
c[1] <= x[3] —x[2];  c[2] < x[1] —x[3];  <[3] = x[2] — x[1];

A+ (c[3] *b[2] — c[2] *b[3])/2.0;
para ¢ = 1,2,3 faga
para j = 1,2,3 faga
se i = j entdo
R[i][j] + o = A°/6.0;
sendo
R[i][j] + o = A®/12.0;
fim-se

fim—pafrlz:u11 pare Laboratério
Nacional de

Computagdo

Cientifica
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Algoritmo: monta vetor local

Entrada: elemento e, vetor F¢, vetores ID e BOUNDCOND, matrizes IEN e COORD,
funcdo de fonte f. Além desse dados, considere a matriz K¢ = D¢ + C° + R
Saida: vetor F'° preenchida

aloca matriz M de ordem 3 X 3 % armazena matriz de massa (matriz R® com o = 1)
M < R® com 0 =1 % chama a rotina que monta a matriz R®
% Construgdo da parte de F'¢ associada ao termo de fonte
para ¢ = 1,2, 3 faga
F€[i] = 0.0
para j = 1,2,3 faga
noGlobal = IEN|e][j];
x = COORD[noGlobal][1];
y = COORD[noGlobal][2];
Feli] = FeLi) + M) * f(z,v)s
fim-para
fim-para
% Construgdo da parte de F'® associada a condigdo de contorno de Dirichlet
para ¢t = 1, 2,3 faga
noGlobal = IEN [e][i];
se ID[noGlobal] # 0 entdo

Feli] = F°[] — (BOUNDCOND[IEN[e][l]] « KC°[i][l] + BOUNDCONDI[IENI[e][2]] = ilf2] atroratério
BOUNDCOND(IEN[e][3]] » K*[i[3]) Computacae
fim-se Cientifica

fim-para
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Algoritmo: monta matriz e vetor globais

Entrada: nel, matriz LM, matriz K e vetor F
Saida: matriz K e vetor F' preenchidos

K < 0; F «+ 0;
aloca matriz K¢ (de ordem 3 X 3) e vetor F'° (de ordem 3);
para e =1,2,3...nel faga % percorrendo todos os elementos da malha
monta matriz local K¢ e vetor local F'° para o elemento atual;
para i =1,2,3 faga
se LM]Ie][i] # 0 ent&o;
FILMe][i]] « FILM[e][i]] + F<[i];
para j =1,2,3 faga
se LMIe|[j] # 0 entéo
K[LM[e][i))[LM]e][j] < K[LMe|El)[LMIe][i]) + K[illj)3
fim-se
fim-para

fim-se
. Laboratério
. fim-para Nacional de
fim-para Computagéo
Cientifica
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