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Aula: Métodos Iterativos Para Sistemas Lineares

1 Normas de Vetores e Matrizes

Vamos fornecer uma breve introdugao sobre normas de vetores e matrizes, que sao tuteis na discussao
de erros e critérios de parada nos métodos iterativos. Normas podem ser definidas em qualquer

espago vetorial. Dado o vetor x € R™, uma norma de x, denotada por ||x||, pode ser interpretado
como sendo o comprimento ou magnitude de x.

Defini¢ao 1.1. Dado o espago vetorial V.= R", uma norma (vetorial) em V' € uma fungao || - || :
R — R", satisfazendo as sequintes condi¢coes

(i) [|x|| > 0 (positividade); ||x|| = 0, se, e somente se, x = 0 (separagao);
(ii) [Jex|| = |¢|||x|| para todo escalar ¢ € R (homogeneidade), e
(ili) ||lx+yl < ||x|| + |ly] (desigualdade triangular).

Exemplo de normas vetoriais:

Norma euclidiana:

n 1/2
x|l = [fo] :\/$%+$%+---+x%;
Norma um: :
%[ = Z |lzi| = || + |2a| + - 4 |2al;
i=1
Norma do maximo:

Illoe = ma fai| = mae{foal, o], -+, o}

Essas trés normas sao casos particulares da norma-p

n 1/p
Il = [zx,?] |
=1

onde p = 1 para a norma um, p = 2 para a norma euclidiana e p — oo para a norma do maximo.



Definigao 1.2. Chama-se norma de uma matriz A - em simbolo, ||A|| - qualquer fun¢do definida no
espaco vetorial das matrizes n X n, com valores em R, satisfazendo as sequintes condigoes

(i) [JA]| > 0e ||A| = O, se, e somente se, A = O;
(ii) [|cA|l = |c|||A|l para todo escalar ¢, e

(iii) ||A+ B < ||A|l + ||B]| (desigualdade triangular).
Exemplo de normas matriciais:

Norma linha ou do maximo (escolhe a linha com soma dos elementos maxima):

n
Ao = max Y~ ay];
7j=1

1<i<n 4
Norma coluna ou norma um (escolhe a coluna com soma dos elementos méxima):

n
IAll: = max > " asl;
=1

1<j<n

Norma euclidiana (ou Frobenius):

|Allp = ZZWU!ZI :

=1 i=1

Observagao 1.1. Para essas normas vale: ||[AB|| < ||A||||B]]-

Definicao 1.3. Uma norma matricial € dita compativel ou consistente com uma norma vetorial, se
vale

[ Ax|| < [l AJl[|x]]

para todo X.

Definicao 1.4. Sejam \;;, i=1,2,--- n os autovalores da matriz A, n X n, entdo
p(A) = max |Xl

¢ denominado raio espectral de A.

Observagao 1.2. Seja p(A) o raio espectral da matriz A, \; os autovalores e x; 0s autovetores
associados de A. Entao,

AXl:AlX“ i:1,---,n

Ailllxill = 1A% | < [[Alll[xil] == [Nl < [JAfL i =1, -+ .

Em particular,

p(A) = max{\,i=1,---,n} <|A].



2 Métodos Iterativos Estacionarios
Considere o sistema de equagcoes lineares
Ax = b, (1)

onde A é uma matriz quadrada de ordem n invertivel onde os elementos da diagonal sao diferentes
de zero, isto é a; # 0 para i =1,2,--- ,n. Um método iterativo para resolver (1) consiste em gerar,
a partir de um vetor inicial x°, uma sequéncia de vetores

que convirja para a solu¢ao x do sistema (1), isto é,

lim x* = x.
k—o0

Os métodos iterativos estaciondrios convertem o sistema linear Ax = b no sistema equivalente
x = Mx + c,

onde M é uma matriz n X n fixa (por isso o nome estaciondrio), chamada de matriz de itera¢ao e c
¢ um vetor de ordem n. Dado um vetor inicial x°, o método iterativo é definido por

xM = MxF 4 ¢, k=0,1,2,---. (2)

Observagao 2.1. Os métodos baseados em subespacos de Krylov, como os métodos Gradiente Con-
jugado e GMRES sdao nao estaciondrios.

2.1 Convergéncia dos métodos iterativos

Um resultado de convergéncia para o método (2) é dado pelo préximo teorema.

Teorema 2.1. O método iterativo (2) é convergente se, e somente se, p(M) < 1, onde p(M) o raio
espectral da matriz M.

A determinacao do raio espectral da matriz M pode requerer maior esforco computacional do
que a propria solucao do sistema Ax = b. Por isso, para alguns métodos iterativos estacionarios
usualmente se utiliza o critério das linhas. Antes de definir o critério das linhas, vamos definir o
que é uma matriz diagonal estritamente dominante.

Defini¢ao 2.1. Uma matriz A é Diagonal Estritamente Dominante (DED) se

n

|aii|> Z |CLZ']", i:1,2,~-,n.

J=Lj

Teorema 2.2 (critério das linhas). Se a matriz A dos coeficientes é Diagonal Estritamente Domi-
nante (DED) entdo os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem

A reciproca desse teorema é falsa, ou seja, o critério das linhas é uma condicao suficiente para a
convergéncia dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, mas nao é condi¢ao necessaria. De fato, existem
matrizes qua nao sao DED, mas que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem. A convergéncia
estabelecida pelo critério das linhas nao depende a condicao inicial x°.



2.2 Critério de parada dos métodos iterativos

O processo iterativo (2) é interrompido quando algum critério de parada for satisfeito, como por
exemplo, quando o erro relativo entre duas solugoes aproximadas sucessivas satifazer

Ik — x+1)
e =

com tol, uma tolerancia dada, ou quando se escolhe uma quantidade maxima de iteragoes, isto é,

k 2 kmam-

2.3 Meétodo de Jacobi

Carl Gustav Jacobi (1804-1851) apresentou o método iterativo que recebe seu nome em 1845. O
sistema Ax = b pode ser descrito da seguinte forma:

n

E a1;T; = b1

J=1

n

E QpjT; = bn

i=1
Considerando a; # 0,7 =1,2,3,---, cada x; pode ser escrito explicitamente na i-ésima equagao por
n
o Qij bz
T;=— E —xj + —
B a
=l "
Isso sugere definir um método iterativo da seguinte forma: dado x* = (2%, .- 2¥), obter x*™! =
k+1 k+1
(xl ,"',._'L'nJr)pOI'
" an b,
7, (] .
oH = — E gk 2 i=1,2,--,n.
j=tij# " "

2.3.1 Forma Matricial do Método de Jacobi

Para uma descricao em forma matricial do algoritmo de Jacobi, considere uma decomposicao da

matriz A da seguinte forma
A=L+D+U,

onde

e [ ¢ uma matriz triangular estritamente inferior com l;; = a;j se i > j e l;; = 0 se i < j;

e D ¢é uma matriz diagonal com d;; = ay;

e U é uma matriz triangular estritamente superior com u; = a;; se @ < j e u; = 0 se ¢ > j.
Entao, o sistema a ser resolvido é escrito como

(L+D+U)x=Db,



ou
Dx=—(L+U)x+b

Como det D = ajqag; - - - apy # 0, segue que D! existe e
x=-D"'(L+U)x+ D 'b.
Esta igualdade pode ser convertida em um processo iterativo formando a recorréncia
x* = Mx* +c,
onde
i) M;=—D"Y(L+U) é amatriz de iteragao do método de Jacobi;
ii) ¢c= D 'b.

~ - 1
Observacao 2.2. D! = [d—}

2.4 Método de Gauss-Seidel

Em geral, a convergéncia do método de Gauss-Seidel é mais rapida do que a do método de Jacobi,
mas existem exemplos para os quais o método de Gauss-Seidel diverge e o método de Jacobi converge.
Cada x; pode ser escrito explicitamente na i-ésima equagao por

O método de Gauss-Seidel é descrito como

i—1 a n a b
xfﬂ:_}:ﬁx;ﬁl_ Eimij_z’ i=1,2,--,n,
— T Qg Qi
7=1 Jj=i+1
d ] k+1 . k41 tad it 30 k41 t 1 koo gk
onde os valores xy" -, , X, 1 sao computados na iteracao , enquanto que os valores x;’, |, , Ty,

sao calculodos na iteracao anterior.

2.4.1 Forma Matricial do Método de Gauss-Seidel
Considerando uma decomposi¢ao da matriz A
A=L+D+U,

onde D é uma matriz diagonal e L e U sao matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente,
com diagonais nulas (similarmente como no método de Jacobi), entdo o sistema Ax = b resulta em

(L+D+U)x=h,

ou
(L+D)x=-Ux+b

Como det(L + D) = ajjag - - - an, # 0, segue que (L + D)~! existe e
x=—(L+ D) 'Ux+ (L+D)'b.
Esta igualdade pode ser convertida em um processo iterativo formando a recorréncia
X" = Mgex" + c, (3)

onde



i) Mgs = —(L+ D)7'U ¢ a matriz de iteragao do método de Gauss-Seidel;
ii) c=(L+ D) 'b.

A expressao (3) nao é a forma mais prética para implementar o método de Gauss-Seidel, pois a
matriz de iteragao envolve o cdlculo da inversa (L + D)~!. Uma forma mais prética de implementar
este método é descrita a seguir. Partindo de

(L+D+U)x=b,

obtemos
(L+ D)x = -Ux+b.

Descrevemos entao o processo iterativo
(L + D)x" = —Ux* +b.

Segue entao que
DxFt = —LxM — UxF 4+ b.

Como D é inversivel, obtemos
xktl = _p7lrxb — DTUx* 4+ D7, (4)

Para avaliar a convergéncia do método de Gauss-Seidel, além do critério das linhas, existe também
o critério de Sassenfeld.

Teorema 2.3 (Critério de Sassenfeld). Considere o sistema linear Ax =b, coma; #0,i=1,--- n.
Se
1 [ N
B = ] Z‘%j’ﬁj%— Z la;i|| <1, parai=1,2,--- n,
il | =1 =it

entao o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia de solugoes aprorimadas que converge para
a solucdo do sistema linear, independentemente da condicdo inicial x° utilizada. Quanto menor
B = max;_;.. ,{5i}, mais rdpida € a convergéncia.

2.5 Observagoes

e Os critérios das linhas (para os métodos Jacobi e Gauss-Seidel) de Sassenfeld (para o método
de Gauss-Seidel) sao condigoes suficientes, mas nao necessdarias para a convergéncia.

e Se o critério das linhas ou de Sassenfeld nao for satisfeito, devemos tentar uma permutacao de
linhas de forma a obtermos uma disposicao para a qual a matriz dos coeficientes satisfaca esses
critérios. Neste caso, aplique o método a esse "novo”sistema (com as linhas permutadas). Nem
sempre ¢ possivel obter tal disposicao.

2.6 Método da Sobre-relaxacao Sucessiva (SOR)

O método SOR é um melhoramento do método de Gauss-Seidel. Sua relacao de recorréncia é dada

por
i—1 n

‘T;H_l - i[bz _Zaijx?—u o Z aijxﬂ +(1 _w)xi?? =120

a
w j=1 j=i+1



O parametro w é utilizado para acelerar a convergéncia do processo iterativo acima nos problemas
que podem ser resolvidos pelo método de Gauss-Seidel. Quando w = 1 o método SOR torna-se o
método de Gauss-Seidel.

Em geral, a escolha 6tima do valor de w nao é conhecida. Os resultados a seguir nos fornecem
algumas informagoes importantes.

Teorema 2.4 (Kahan). Dado o sistema Ax = b, se a; # 0 para todo i =1,2,--- ,n, entao
p(My) = w = 1],
onde M, é a matriz de iteracao do método SOR.

J& vimos que um método iterativo converge se, e somente se, p(M) < 1. Supondo p(M,,) < 1,

pelo teorema anterior,
|w - 1| < p(Mw> <1,
isto é,
O<w<2

Entao se o método SOR converge (caso em que p(M,) < 1), 0 < w < 2. A reciproca é falsa, pois se
w € (0,2) ndo temos garantia que p(M,) < 1. Portanto, se 0 < w < 2 nao necessariamente o método
SOR converge.

O método SOR diverge se w < 0 ou w > 2. Usualmente, utiliza-se 1 < w < 2 para o método

SOR.

Teorema 2.5 (Ostrowski-Reich). Dado o sistema Ax =b com A wma matriz uma matriz simétrica
e definida positiva e 0 < w < 2, entao o método SOR converge, independentemente da escolha da
condicao inicial x°.

3 Comparacao entre métodos diretos e iterativos

Os métodos numeéricos para resolver sistemas de equacoes lineares podem ser divididos em dois
grupos: métodos diretos e métodos iterativos.

Os métodos diretos sao aqueles, que a menos de erros de arredondamento, fornecem a solucao
exata do sistema linear, caso ela exista, em um numero finito de operagoes.

Os métodos iterativos geram uma sequéncia de vetores, a partir de uma condigao inicial. Sob
certas condigoes, essa sequéncia converge para a solugao exata do sistema linear, caso ela exista.

A seguir, faremos uma comparacao entre essas duas classes de métodos, em relagao a convergeéncia,
esparsidade da matriz dos coeficientes e os erros de arredondamentos.

3.1 Convergéncia

Os métodos diretos sao processos finitos e, portanto, teoricamente, obtém a solucao de qualquer
sistema nao singular de equacoes. Ja os métodos iterativos tém convergéncia assegurada apenas sob
determinadas condicoes.

3.2 Esparsidade da matriz dos coeficientes

Uma matriz é esparsa se possui uma grande quantidade de elementos nulos. Matrizes esparsas tém
aplicacoes em problemas de engenharia, fisica, matematica, computacao, etc. Existem estruturas de



dados eficientes para manipular matrizes esparsas, onde apenas os elementos nao nulos sao armaze-
nados.

Os métodos diretos quando aplicados a sistemas esparsos provocam preenchimento da matriz,
isto ¢, durante o proceesso de eliminagao poderao surgir elementos nao nulos em posigoes a;; que
originalmente eram nulas. Portanto se a matriz dos coeficientes for esparsa e de grande porte, uma
desvantagem dos métodos diretos para a solugao dos sistema linear associado é o preenchimento da
matriz, exigindo técnicas especiais para a escolha do pivo para reduzir este preenchimento.

A principal vantagem dos métodos iterativos é o fato de nao alterarem a estrutura da matriz dos
coeficientes.

3.3 Erros de arredondamento

Os métodos diretos apresentam sérios problemas com erros de arredondamento. Uma forma de
amenizar esses problemas é o uso de técnicas de pivoteamento.

Os métodos iterativos tém menos erros de arredondamento, visto que a convergéncia, uma vez
assegurada, independe da condicao inicial. Desta forma, somente os erros cometidos na tltima
iteracao afetam a solugao, pois os erros cometidos nas iteracoes anteriores nao levarao a divergéncia
do processo (nem a convergéncia a um outro vetor que nao seja a solugao).
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